
Übungsblatt 2

2.1 Klein-Paradoxon für Spin-0 Teilchen

Wir betarachten das Problem einer Potentialstufe für ein spinloses Teilchen der Ladung q und der Masse m.

V (x) =
{

0 , x < 0 I
V0 , x ≥ 0 II

a) Klein-Gordon-Gleichung im Bereich I ohne Feld:(
∂µ∂

µ +
(mc

~

)2
)
ψ = 0

Im Bereich II Umeichung mit i~∂µ → i~∂µ − q
cA

µ. Wegen Aµ = (Φ(x), 0, 0, 0) erfolgt die Umeichung nur
für die 0-te Komponente, ⇒ Klein-Gordon-Gleichung im Bereich II mit Feld V0:((

∂0 −
q

i~c
A0
)2

−∆ +
(mc

~

)2
)
ψ = 0

b) Lösungsansatz:

ψ<(x < 0) = e−iωt
(
eikx +Re−ikx

)
ψ>(x ≥ 0) = Te−iωteik

′x

zz: mit p = ~k, p′ = ~k′ und E = ~ω

p =

√
E2

c2
−m2c2 p′ = ±

√
(E − V0)2

c2
−m2c2

0 =
(
∂µ∂

µ +
(mc

~

)2
)
ψ<

=
(
∂0∂

0 −∆ +
(mc

~

)2
)
e−iωt

(
eikx +Re−ikx

)
=

(
−ω

2

c2
+ k2 +

(mc
~

)2
)
e−iωt

(
eikx +Re−ikx

)
⇔ 0 = −ω

2

c2
+ k2 +

(mc
~

)2

= −ω
2~2

c2
+ k2~2 +m2c2

⇔ p2 =
E2

c2
−m2c2

⇔ p =

√
E2

c2
−m2c2
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0 =
((

∂0 −
q

i~c
A0
)2

−∆ +
(mc

~

)2
)
ψ>

=
((

∂0 −
q

i~c
A0
)2

−∆ +
(mc

~

)2
)
Te−iωteik

′x

=

(
− (E − V0)

2

c2
+ k′~2 + (mc)2

)
Te−iωteik

′x

⇔ 0 = − (E − V0)
2

c2
+ p′

2 + (mc)2

⇔ p′ = ±

√
(E − V0)

2

c2
− (mc)2

c)

p′ = ±

√
(E − V0)

2

c2
− (mc)2 = ±

√(
(E − V0)

c
−mc

)(
(E − V0)

c
+mc

)

Wir betrachten nun die verschiedenen Fälle von V0:

• strong V0 > E +mc2 ⇒ p′ ist reel. Aus der Gruppengeschwindigkeit Vg = p′

E−V0
= p′

−mc2 folgt, da Vg
immer positiv sein muss: p′ < 0

• intermediate E −mc2 < V0 < E +mc2 ⇒ p′ ist imaginär

• weak V0 < E − mc2 ⇒ p′ ist reel. Aus der Positivität der Gruppengeschwindigkeit ergibt sich, dass
p′ > 0

d) Berechnung von R und T mit Hilfe der Stetigkeitsbedingungen

ψ<(0) = ψ>(0) ψ′
<(0) = ψ′

>(0)

e−iωt
(
eik0 +Re−ik0

)
= Te−iωteik

′0

⇔ 1 +R = T

ψ′
<(x < 0) = e−iωt

(
ikeikx + (−ik)Re−ikx

)
ψ′
>(x ≥ 0) = ik′Te−iωteik

′x

e−iωt
(
ikeik0 + (−ik)Re−ik0

)
= ik′Te−iωteik

′0

⇔ ik − ikR = ik′T

⇔ T =
k

k′
(1−R)

⇒ T =
2k

k′ + k
R =

k − k′

k + k′
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e) Reflexionskoeffizient ρ = 1− j</jin
Transmissionskoeffizient τ = j>/jin
mit jin = p/m und jx = ~

2mi (ψ
∗∂xψ − ψ∂xψ

∗)

Berechnung des Reflexionskoeffizienten: (! k ist reel)

ρ = 1− j</jin = 1− ~
2mi

(ψ∗
<∂xψ< − ψ<∂xψ

∗
<) ·m/p

= 1− ~
2mi

{
eiωt

(
e−ikx +Reikx

)
·
(
e−iωt

(
ikeikx + (−ik)Re−ikx

))
− e−iωt

(
eikx +Re−ikx

) (
eiωt

(
(−ik)e−ikx + ikReikx

))}
·m/p

= 1− ~
2mi

{
2ik(1− |R|2)

}
·m/p

= 1− ~k
p

(1− |R|2) ·

= 1− 1 + |R|2

= |R|2

Berechnung des Transmissionskoeffizienten: (analoge Vorgehensweise, jedoch ist k′ nicht unbedingt reel)

τ = j>/jin =
~

2mi
(ψ∗
>∂xψ> − ψ>∂xψ

∗
>) ·m/p

=
~

2mi

{
T ∗eiωte−ik

′∗xik′Te−iωteik
′x − Te−iωteik

′xT ∗eiωt(−ik′∗)e−ik
′∗x
}
·m/p

=
~m

2mip
i(k′ + k′

∗)|T |2e−i(k
′∗−k′)x

= |T |2 ~(k′ + k′
∗)

2p
e−i(k

′∗−k′)x

Betrachten wir nun die unterschiedlichen Fälle für p und damit für k:

• p′ ist reel ⇒ k′ = k′
∗ ⇒ τ = ±|T |2 |p′|)

p

• p′ ist imaginär ⇒ k′
∗
=−k′. Dann ist τ = 0. Keine Transmissionen, der komplette Strahl wird reflektiert.

f) zz: Für
[(
∂t + i

~qφ(x)
)2 − c2∂2

x +
(
mc2

~

)2
]
ψ(x, t) =: D(x, t)ψ(x, t) = 0 gilt: D(x,−t)ψ∗(x, t) = 0.

D(x, t)ψ(x, t) =

[(
∂t +

i

~
qφ(x)

)2

− c2∂2
x +

(
mc2

~

)2
]
ψ(x, t)

D(x,−t)ψ∗(x, t) =

[(
∂t +

−i
~
qφ(x)

)2

− c2∂2
x +

(
mc2

~

)2
]
ψ(x, t)
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2.2 Landau-Niveaus eines Teilchens ohne Spin in einem Magnetfeld

Potential Aµ = (0,−By, 0, 0) = (0, ~A) es existiert ein endliches Magnetfeld ~B = ∇× ~A

a) Schrödiger-Gleichung für spinloses Teilchen der Ladung q inm Potential Aµ

i~∂tψ =
1

2m

(
p− q

c
A
)2

ψ

Klein-Gordon-Gleichung für spinloses Teilchen der Ladung q im Potential Aµ, Umeichung wie in 2.1 mit
i~∂µ → i~∂µ − q

cA
µ {

1
c2
∂2
t −

(
∇+

q

c
~A
)2

+
(mc

~

)2
}
ψ = 0

⇔ ~2∂2
t ψ =

(
c2~2

(
∇− q

c
~A
)2

−m2c4
)
ψ

b) Das Potential hängt nicht von z oder x ab, daher gilt [H, px,z] = 0. Daher kann man einen “Seperationsansatz“
machen mit

ψ(~x, t) = e−iωteikxxeikzxφ(y)

c) Kinetischer Impuls in x-Richtung: Πx =
(
px − q

cAx
)2 angewendet auf ψ ergibt:

Πxψ =
(
px −

q

c
Ax

)2

e−iωteikxxeikzxφ(y)

=
(
−i~ikx +

q

c
By
)2

e−iωteikxxeikzxφ(y)

=
(
Bq

c

)2

︸ ︷︷ ︸
m2ω2

(
~kxc
Bq︸ ︷︷ ︸
−y0

+y)2ψ

∝ (y − y0)2ψ

Dabei ist y0 = −~kxc
Bq Wir sehen eine Ähnlichkeit zum harmonischen Oszilator.

d) Schrödinger-Fall:

Eψ = Hψ

=
( px

2m
+

py
2m

+
pz
2m

)
ψ

=
(
m2ω2(y − y0)2

2m
+

py
2m

+
pz
2m

)
ψ

⇔
(
E − pz

2m

)
ψ =

(
− ~2

2m
∂2
y +

mω2(y − y0)2

2

)
ψ

Wie wir erkennen können, handelt es sich dabei auf der rechten Seite um die Form eines Harmonischen
Oszilators, dessen Energieeigenwerte wir kennen →

E = ~ω(n+
1
2
) +

p2
z

2m
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Klein-Gordan-Fall:
die KG-Gleichung lässt sich zu

(
1

2mp
2 − mc2

2

)
ψ = 0 umformen.

Mit E2 = ~p2c2 +m2c4 ⇔ m2c2 = ~p2 − E2

c2 = −p2 folgt dann(
E2

2mc2
− ~p2

2m
− mc2

2

)
ψ = 0(

E2

2mc2
− mc2

2

)
ψ =

~p2

2m
ψ

=
( px

2m
+

py
2m

+
pz
2m

)
ψ

Ersetzen wir nun px und py analog zum Schrödingerfall erhalten wir für die Energie:

E2 = (mc2)2 + pzc
2 + 2mc2~ω

(
n+

1
2

)

In beiden Fällen gilt:

• Bewegung parallel zum ~B-Feld: freie Bewegung

• Bewegung senkrecht zum ~B-Feld: quantisierte Bewegung

2.3 Lorentztransformation eines elektromagnetischen Potentials

Wir betrachten das 4-er Potential Aµ = (φ(x, t), a(x, t), 0, 0)

a) mit

Lµν =


γ γβ 0 0
γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


folgt:

A′µ =


γφ(L−1x) + γβa(L−1x)
γa(L−1x) + γβφ(L−1x)

0
0



b) a(x) = 0 Also folgt für A′:

A′µ =


γφ(L−1x)
γβφ(L−1x)

0
0


Wegen

∇×

 γβφ(L−1x)
0
0

 6= 0

existiert ein ~B-Feld.
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c) Man erhält aus 2.3b):

φ(x) =
1

e−x/b + 1
⇒ φ′(x′) =

γ

e−γx/b + 1

2.4 Dirac-Matrizen

Dirac-Gleichung

i~
∂

∂tψ
= (−i~cαk ∂

∂k+
βmc2)ψ

mit den Dirac-Matrizen

αk =
(

0 σk

σk 0

)
, β =

(
1l 0
0 −1l

)

a) zz:
{
αi, αj

}
= 2δij1l{

αi, αj
}

= αiαj + αjαi

=
(

0 σi

σi 0

)(
0 σj

σj 0

)
+
(

0 σj

σj 0

)(
0 σi

σi 0

)
=

(
σiσj 0

0 σiσj

)(
σjσi 0

0 σjσi

)
=

( {
σi, σj

}
0

0
{
σi, σj

} )
=

(
2δij1l 0

0 2δij1l

)
= 2δij1l
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zz:
{
αi, β

}
= 0

{
αi, β

}
=

(
0 σi

σi 0

)(
1l 0
0 −1l

)
+
(

1l 0
0 −1l

)(
0 σi

σi 0

)
=

(
0 −σi
σi 0

)
+
(

0 σi

−σi 0

)
= 0

Wegen 2(αi)2 =
{
αi, αi

}
= 21l folgt (αi)2 = 1 und damit für die Eigenwerte λi = ±1. Wegen 0

i 6=j
=
{
αi, αj

}
ist tr(αi) = 0. Daraus folgt

tr(αi) =
d∑
i=0

λi

=
d∑
i=0

±1

⇒ d gerade

Die einzigen spurfreien Matrizen, die sich finden lassen für d=2 sind die Pauli-Matrizen. Es sind allerdings
nur drei und nicht vier, wie benötigt. Es lässt sich keine weitere 2×2-Matrix finden, die spurfrei ist. ⇒ d ≥ 4
und d gerade.

b)

i~∂tψ = (−i~cαk∂k + βmc2)ψ | · β
i~β∂tψ = (−i~cβαk∂k + β2mc2)ψ
i~γ0∂tψ = (−i~cγk∂k + 1lmc2)ψ

ic~γ0 ∂

∂x0
ψ = (−i~cγk∂k + 1lmc2)ψ

⇔ 0 = (−i~cγµ∂µ +mc21l)ψ

0 = (−iγµ∂µ +
mc

~
1l)ψ

zz. (γ0)+ = γ0 und (γk)+ = −γk Wir wissen, dass αi und β hermitesch sind. Diese Eigenschaft folgt aus
den Eigenschaften der Pauli-Matrizen.

(γ0)+ = β+ = β = γ0

(γk)+ = (βαk)+ = (αk)+β+ = αkβ = −βαk = −γk
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zz: {γµ, γν} = 2gµν1l {
γ0, γ0

}
= {β, β}
= β2 + β2

= g002 · 1l{
γ0, γi

}
=

{
β, βαi

}
= ββαi + βαiβ

= αi − αi

= 0
=

{
γi, γ0

}{
γi, γj

}
=

{
βαi, βαj

}
= βαiβαj + βαjβαi

= −β2αiαj − β2αjαi

= −
{
αi, αj

}
= gii

{
αi, αj

}
= gii2δij1l
= 2gij1l

⇒ {γµ, γν} = 2gµν1l

c) zz. Für γ′µ = AγµA
−1 gilt {γ′µ, γ′ν} = 2gµν1l wenn γmu Dirac-Matrizen.

{γ′µ, γ′ν} =
{
AγµA

−1, AγνA
−1
}

= AγµA
−1AγνA

−1 +AγνA
−1AγµA

−1

= AγµγνA
−1 +AγνγµA

−1

= A {γµ, γν}A−1

= A2gµν1lA−1

= 2gµν1l

zz: die Matrizen A sind eindeutig bis auf einen konstanten Faktor. Dieser Beweis scheint etwas zu hinken,
dennoch:

γ′µ = BγµB
−1

⇒ γµ = A−1γ′µA

⇒ γ′µ = BA−1γ′µAB
−1

⇒ A = bB und B =
1
b
A
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